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В современной математической стати-
стике не всегда удается получить точные 
результаты. В связи с этим все более рас-
пространенным становится асимптотиче-
ский подход. В частности, для статистик, у 
которых число наблюдений также случайная 
величина, как правило, не удается получить 
точных результатов. Таким образом, для 
статистик, основанных на выборках случай-
ного объема, и большинства других нетри-
виальных статистик, как правило, применим 
только асимптотический подход. Несмотря 
на разработанность этого метода [5], оста-
ются многие нерешенные проблемы.  

Одной из важных задач является срав-
нение статистик. Для этого вводят понятие 
асимптотической относительной эффектив-
ности (АОЭ).  
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где n — число наблюдений; m(n) — число 
наблюдений, необходимое для достижения 
другой статистикой такого же качества, что 
и первая. Как известно, во многих важных 
случаях значение АОЭ равно единице, т. е. 
такой подход оказывается слишком грубым 
для сравнения многих статистик [2; 4].  

Поэтому используют более точный 

метод. А именно, для оценки «качества» 
статистик nR  вводят понятие дефекта этой 

статистики по отношению к статистике *
nR : 
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То есть дефект показывает, сколько 

дополнительных наблюдений необходимо 
произвести для достижения такого же каче-
ства, что и первая статистика. 

Во многих приложениях объем вы-
борки сам является случайной величиной 
[3]. В таком случае для расчета дефекта 
необходимо знать асимптотическое поведе-
ние обратных моментов случайных величин 
случайного объема выборки [6]. Некоторое 
представление о порядке моментов случай-
ных величин дает неравенство Иенсена вида 
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Кроме того, первый отрицательный 
момент уже нередко рассчитывался для не-
которых распределений [1]. Однако для 
нашей задачи необходимо знать асимптоти-
ческое поведение по крайней мере первых 
двух отрицательных моментов. Специально 
для расчета любого отрицательного момента 
целочисленной случайной величины была 
получена лемма. 
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Лемма 
Пусть неотрицательная целочисленная 

случайная величина N имеет производящую 
функцию ,Ε)(ψ Νss =  ,1|| ≤s  тогда k-й от-
рицательный момент рассчитывается по 
формуле 
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Лемма легко доказывается с помощью 
определения момента k-го порядка и приме-
нением теоремы Фубини к полученному ин-
тегралу (k-1) раз. Применяя эту лемму к 
трем основным дискретным распределениям 
(смещенным на единицу), получаем следу-
ющие три теоремы, описывающие асимпто-
тическое поведение первых двух моментов 
этих распределений. 

Теорема 1 
Пусть случайная величина N = M + 1, 

где M распределена биномиально, причем 

выполнена нормировка nNn =Ε , тогда 
справедливы формулы: 
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Доказательство 
Как известно, производящая функция 

случайной величины N получается умноже-
нием производящей функции случайной ве-
личины M на s, поэтому имеем 

.)()( nN
N qpssss +=Ε=Ψ  

Заметим, что для выполнения норми-
ровки, параметры биномиального распреде-
ления можно взять равными 

2),1( ≥−= nnmn  и ,1
m

p = где 2≥m  — 

натуральное фиксированное число. Приме-
няя лемму и условия нормировки, получаем: 
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Аналогично поступаем для второго отрицательного момента: 

=+
+

=
+
−+

=+=Ε ∫ ∑∫∫ ∫
=

+++
− dxx

np
q

np
qqps

s
dsdsqps

s
dsN

qp n

i

i
nnns

n
/

0 0

111
1

1

0 1

1
1

0 0
2

1

12 )1(
)1()1(

)()(
1

 

=Ο+
++

=
+
−

+
=

+
−

+
= −

=

−

=

+−

=

−−+

∑∑∑ )(
1)1(

1
1)1(

1
1

1
)1(

3

00

1

0

11

n
i
q

npi
qq

npi
q

np
q n

i

inn

i

ninn

i

in

 

=Ο+

+
−+

=Ο+
−++

= −

=

−

=
∑∑ )(

1
1)1(

1)(
1)1(

1 3

0
2

3

0
n

n
k

q
np

n
kn

q
np

n

i

kn

i

k

 

=Ο+
++

=Ο+







++
= −

=

∞

=

−
∞

==
∑∑∑∑ )(

)1(
1

)1(
1)(

1)1(
1 3

00
2

3

00
2 nkq

nnp
n

n
kq

np

n

i

lk

l
l

l

ln

i

k  

),(1)(1)(1 3
2

3
22

3

0
2

−−−

=

Ο+=Ο+=Ο+= ∑ n
n

n
np

nq
pn

n

k

k  .∞→n  

 
Теорема доказана. 

 

Теорема 2 
Пусть случайная величина N=M+1, 

где M распределена геометрически, причем 

выполнена нормировка nNn =Ε , тогда 
справедливы формулы: 
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Доказательство 
Как известно, производящая функция 

случайной величины N получается умноже-
нием производящей функции случайной ве-
личины M на s, поэтому имеем: 
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Заметим, что для выполнения норми-
ровки, параметр геометрического распреде-

ления можно взять равным ,1
n

p = где 

Ν∈≥ nn ,2 . Применяя лемму и условия 
нормировки, и раскладывая логарифм в ряд 
получаем: 
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Аналогично поступаем для второго 
отрицательного момента: 
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Теорема доказана. 

 

Теорема 3 
Пусть случайная величина N = M + 1, 

где M распределена пуассоновски, причем 
выполнена нормировка nNn =Ε , тогда 
справедливы формулы: 
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Доказательство 
Как известно, производящая функция 

случайной величины N получается умноже-

нием производящей функции случайной ве-
личины M на s, поэтому имеем: 
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Заметим, что для выполнения норми-

ровки параметр пуассоновского распределе-
ния можно взять равным ,1−= nλ где 

Νnn ∈≥ ,2 . Применяя лемму и условия 
нормировки и раскладывая экспоненту в 
ряд, получаем: 
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Аналогично поступаем для второго 
отрицательного момента, применяя инте-

грирование по частям: 
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Теорема доказана. 
 
Полученные результаты позволяют 

легко рассчитывать асимптотические дефек-
ты [2]. Например, при нормировке из теоре-
мы 1 асимптотический дефект статистики, 
основанной на выборке биномиального объ-
ема относительно статистики неслучайного 
объема, имеет вид: 
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Аналогично, учитывая нормировку 

теоремы 3 для статистики, основанной на 
пуассоновской выборке, дефект имеет вид: 

.1)( =θd  
Аналогично можно рассчитать асимп-

тотический дефект критерия. Например, ес-
ли рассмотреть аналог критерия Стьюдента 
для проверки статистических гипотез для 
случая выборок случайного объема, то по-
лучим, что асимптотический дефект стати-
стики пуассоновского объема равен: 
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статистики биномиального объема равен: 
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и статистики геометрического объема равен: 
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