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Исследование трехатомных кластеров в рамках уравнений Фаддеева 

В рамках дифференциальных уравнений Фаддеева выполнены расчеты энергий связи трехатомных 
кластеров 4He3 и 4He2

6Li. Полученные результаты показывают, что различные методы дают довольно 
близкие результаты для различных потенциальных моделей. Показано, что энергия возбужденного состоя-
ния обеих систем близка к двухчастичному порогу, что может указывать на ефимовскую природу возбуж-
денного состояния тримера 4He2

6Li. 
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Исследование трехатомных систем при 
ультранизких энергиях, и, прежде всего, эф-
фекта Ефимова [1], является одним из наибо-
лее активно развивающихся направлений 
в настоящее время. Межатомное взаимодей-
ствие в таких системах описывается потенци-
алами ван-дер-ваальсовского типа, в котором 
присутствует очень сильная отталкивательная 
компонента на малых расстояниях между ато-
мами. С другой стороны, этот потенциал убы-
вает довольно медленно и поэтому необходи-
мо включать в рассмотрение очень широкие 
области конфигурационного пространства 
с характерным размером в сотни или даже ты-
сячи ангстрем. Такие особенности межатом-
ного взаимодействия в трехчастичных класте-
рах требуют развития точных теоретических 
методов и вычислительных алгоритмов. 

Методы 
Одним из наиболее эффективных мето-

дов исследования трехчастичных систем яв-
ляются алгоритмы, основанные на численном 
решении дифференциальных уравнений Фад-
деева [2]. Этот метод позволяет вычислять 
спектр, волновые функции и амплитуды рас-
сеяния для процессов 2 → 2, 3. Распростране-
ние дифференциальной формулировки задачи 
рассеяния 2 → 2, 3 в область комплексных 
энергий дает также возможность вычисления 
резонансов [3; 4].  

Конфигурационное пространство систе-
мы трех частиц образуют шестимерные векто-
ры X ≡ ( xα

 , yα
 ), трехмерные компоненты ко-

торых являются приведенными векторами 
Якоби xα

 , yα
 , где α = 1, 2, 3: 
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где rα
  – радиус-векторы частиц с массами mα , 

а индексы (α, β, γ) образуют циклическую пе-
рестановку индексов (1, 2, 3). Якобиевские 
векторы с альтернативными индексами полу-
чаются с помощью преобразования поворота 
[2; 5].  

Полная волновая функция Ψ  трехча-
стичной системы выражается суммой трех ее 
фаддеевских компонент αΦ : 

 ( ) ( ), , ,x y x yα α α α α
α

Ψ = Φ∑   

  (2) 

которые удовлетворяют системе связанных 
дифференциальных уравнений 

 
 ( )( ) ( ) ( ) ( )| | , | | , ,x y V x E x y V x x y

α α α α α α α α α β β β
β≠α

−∆ − ∆ + − Φ = − Φ∑ 
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где Vα – потенциал взаимодействия в паре α, 
а E  – полная энергия системы. Существова-
ние и единственность решения дифференци-
альных уравнений Фаддеева (3) в случае ло-
кальных взаимодействий между частицами 
для любых значений энергии E  была доказа-
на в [2]. В случае центральных потенциалов 
возможна редукция шестимерных уравнений 
(3). Поскольку исходный гамильтониан си-
стемы трех частиц инвариантен относительно 
поворота плоскости трех частиц, то углы Эй-

лера, задающие ориентацию этой плоскости, 
можно отделить от внутренних координат, 
которые описывают относительное располо-
жение частиц в этой плоскости. Для этой цели 
в работе [5] было предложено использовать 
разложение шестимерных фаддеевских ком-
понент по D-функциям Вигнера. В результате 
получается следующая система трехмерных 
дифференциальных уравнений для соответ-
ствующей проекции компоненты Фаддеева [5]: 
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где ,x yα α  и αz связаны с соответствующими 
координатами Якоби: 
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В случае, когда две частицы в трех-

частичной системе тождественны, уравнения 
Фаддеева (4) упрощаются. Например, в рас-
сматриваемом нами случае системы 4He2Li, 
частицы 1 и 2, соответствующие атомам 4He, 

тождественны и компоненты Фаддеева 
1 1 1 1( , , )x y zϕ  и 2 2 2 2( , , )x y zϕ  преобразуются 

друг в друга с помощью соответствующего 
преобразования поворота. Поэтому достаточ-
но рассматривать только две независимые 
компоненты Фаддеева.  

Асимптотические граничные условия 
с учетом единственности связанного состоя-
ния каждой парной подсистемы имеют вид 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , exp , exp / ,d d
yx y z x i E y a z A z i E
x
α
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α

 
ϕ = ψ − ε + ρ ρ 

 
  (5) 

где dψ  и dε  – волновая функция и энергия 
связи соответствующего димера, а величина 

2 2x yα αρ = +  – гиперрадиус. Коэффициенты 

0 ( )a zα  и ( , )A y x zα α α  описывают вклад кана-

лов упругого рассеяния (2+1) и трехчастичного 
развала (1+1+1). Последним слагаемым в (5) 
при энергии ниже трехчастичного порога раз-
вала можно пренебречь. 
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2. Результаты
Для описания взаимодействия между 

атомами гелия использовался недавно пред-
ложенный потенциал PRZ [6], а для взаимо-
действия атома He с атомом Li – KTTY потен-
циал [7; 8]. Вычисленное абсолютное значе-
ние энергии связи димера гелия 1.62 мК ока-
залось близко к экспериментальному значе-
нию 1.76 ±0.15 мК [9]. Энергия связи димера 
4He6Li меньше по абсолютному значению, чем 
в димере 4He2 и в трехчастичной системе 
4He2

6Li энергией нижайшего порога развала 
будет энергия димера гелия, в то время как в 
системе 4He2

7Li таким порогом является энер-
гия связи 4He7Li [10]. 

Для вычисления энергии связи системы 
4He2

6Li мы решаем уравнения (4) с граничны-
ми условиями (5). Детали используемой чис-
ленной процедуры описаны в [11]. Получен-
ные результаты в сравнении с результатами 
других авторов приведены в табл. 1.  

Во второй и третьей строках табл. 1 
приведены используемые в расчетах модели 
He–He взаимодействия и энергии связи диме-
ра гелия, которую они дают. В работах [12; 
13] вычисления проводились методом Монте-
Карло с использованием He–He потенциалов 

HFD-B [14] и TTY [15]. В работе [16] для вы-
числения спектра с использованием потенциа-
ла Jeziorska [17] использовался метод адиаба-
тического гиперсферического разложения 
(колонка 4). Адиабатический гиперсфериче-
ский метод использовался также в работe [18] 
с использованием модели He–He взаимодей-
ствия LM2M2 [19]. Следует также отметить 
работу [20], в которой впервые была дана 
оценка верхней границы основного состояния 
–31.4 мК для 4He2

6Li, используя адиабатиче-
ский гиперсферический метод. Для сравнения 
в табл. 2 приведены энергии связи системы 
тримера гелия, возбужденное состояние кото-
рой является ефимовским состоянием [3; 22]. 
И хотя энергии связи основных состояний 
этих систем отличаются более чем в два раза, 
энергии возбужденных состояний довольно 
близки, что может указывать на ефимовскую 
природу этого состояния и в системе 4He2

6Li. 
Длина рассеяния атома лития на димере гелия 
получилась довольно большой 144 Å, что не-
удивительно, поскольку в рассматриваемой 
системе имеется возбужденное состояние, ко-
торое лежит довольно близко к парному поро-
гу развала. 

Таблица 1. Абсолютные значения энергии связи димера гелия εd  (мК), основного 0E  (мК) и возбуж-

денного 1E  (мК) состояний системы 4He6Li, вычисленные с He-Li потенциалом KTTY [25] 

He–He потенциал 
* [12] [16] [18] 

PRZ [6] НFD-B [14] Jeziorska [15] LM2M2 [19] 

εd  (мК) 1.62 1.68 1.74 1.31 

0E  (мК) 58.38 58.72 58.88 57.23 

1E  (мК) 2.049 2.09 1.937 

Таблица 2. Абсолютные значения энергии связи основного 0E  (мК) и возбужденного 1E  (мК) состоя-
ний системы 4He3 

He–He потенциал 
* * [11] [21] 

PRZ [6] НFD-B [14] НFD-B [14] НFD-B [14] 

εd  (мК) 1.62 1.68 1.68 1.68 

0E  (мК) 131.6 133.0 133.1 133.24 

1E  (мК) 2.424 2.741 2.742 – 

Заключение 
Используя трехмерные дифференциаль-

ные уравнения Фаддеева, выполнены расчеты 
энергий связи трехатомного кластера 4He2

6Li, 
а также длины рассеяния атома лития на ди-

мере гелия. Полученные результаты и сравне-
ние с вычисленными энергиями связи тримера 
гелия показывают, что различные методы да-
ют близкие результаты, несмотря на исполь-
зование различных потенциальных моделей 

Вестник Международного университета природы, общества и человека "Дубна". 2019. № 2(43)     5 
_______________________________________________________________________________________



для взаимодействия между атомами гелия. 
Показано, что современные потенциальные 
модели поддерживают возбужденное состоя-
ние в системах 4He2

6Li и 4He3, энергия которо-
го очень близка к пороговой энергии. Большая 
величина длины рассеяния может указывать 
на ефимовскую природу возбужденного со-
стояния тримера 4He2

6Li. 
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