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Разрешение конфликтов в марковских цепях 
 

Параллельные стохастические процессы в некоторых системах можно представлять как одно-
временное функционирование нескольких марковских цепей с одним и тем же множеством состояний. 
При этом состояния интерпретируются как неделимые ресурсы, поскольку в каждый момент времени 
в них может находиться не более одной цепи. Ситуация, при которой несколько цепей одновременно 
требуют перехода в одно и то же состояния, и представляет собой конфликт. Разрешение конфликта 
состоит в выборе той цепи, которой разрешается переход в конфликтное состояние, в то время как 
все остальные цепи, также желающие попасть в данное состояние, находятся в режиме ожидания, 
т.е. просто простаивают.  

В работе предложен новый алгоритм разрешения подобного рода конфликтов, который может 
использоваться в ситуациях, когда известные ранее методы неприменимы. 
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Цепь Маркова — такая последова-

тельность случайных событий с конечным 
или счётным числом исходов, что, нестрого 
говоря, при фиксированном настоящем бу-
дущее независимо от прошлого. Названа в 
честь А.А. Маркова [3]. 

Обычно под марковской цепью имеют 
ввиду простую марковскую цепь, т.е. такую, 
где вероятности состояний в будущем зави-
сят только от текущего состояния системы. 
Сложной же цепью Маркова называют та-
кую, где состояния в будущем зависят от 
текущего состояния и от состояний на не-
скольких предыдущих шагах. В данной ста-
тье будут рассматриваться только простые 
цепи Маркова. 

Процесс, работа которого описывается 
цепью Маркова, называется марковским. 
Наглядным примером такого процесса может 
служить поведение лягушки в пруду с кув-
шинками, где количество кувшинок ограни-
чено, а лягушка время от времени перепры-
гивает с одного листа кувшинки на другой по 
своему желанию в данный момент. Вероят-
ность того, что она прыгнет на конкретный 
лист, зависит не от того, когда и на каких 
листьях лягушка побывала в прошлом, а от 

её текущего местоположения. 
Марковские цепи являются одним из 

распространённых инструментов моделиро-
вания стохастических систем. 

Пусть некоторая система может нахо-
диться в каждый момент времени t = 0,1,… в 
одном из состояний множества S = {1,…,N}. 
Говорят, что поведение системы описывает-
ся марковской цепью с переходными веро-
ятностями pij, если через единицу времени 
после того, как система находилась в состо-
янии i∈S, она с вероятностью pij оказывает-
ся в состоянии j∈S. Матрицу P = (pij) назы-
вают матрицей переходов или матрицей пе-
реходных вероятностей. 

Бернуллиевским марковским процес-
сом называют такой, у которого вероятность 
перехода в любое состояние зависит только 
от самого желаемого для перехода состоя-
ния, но не от состояния, из которого процесс 
может перейти в него. 

Вероятность нахождения цепи в слу-
чайный момент времени в состоянии i∈S 
называется стационарной вероятностью со-
стояния i и обозначается через πi (i = 1,…,N). 
Вектор π = (π1,…,πN) находится решением 
системы линейных уравнений: 

πP = π, ∑ π𝑖𝑖 = 1𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 . _________________________________________ 
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Приведём пример. Пусть некая фирма 
выпускает телевизоры, на которые спрос у 
населения может либо быть, либо нет. В за-
висимости от этого в конце каждого года 
фирма может находиться в одном из состоя-
ний: «спрос есть» (состояние 1) или «спроса 
нет» (состояние 2). Пусть вероятность со-
хранить уже имеющийся спрос в следующем 
году равна 4/5, а вероятность появления в 
следующем году отсутствующего спроса 
равна 3/5. Тогда работу фирмы можно опи-
сать марковской цепью с состояниями 1 и 2 
и матрицей переходов 

P = �4/5 1/5
3/5 2/5�. 

Теперь усложним ситуацию. Введём 
возможность управления марковской цепью 
и доходы в зависимости от одной из вы-
бранных стратегий. Пусть фирма, находясь в 
состоянии 1 (спрос есть), может увеличить 
спрос путём проведения рекламной компа-
нии. Но это потребует дополнительных за-
трат, что уменьшит доход. В состоянии 2 
(спроса нет) фирма может увеличить веро-
ятность появления спроса путём увеличения 
затрат на исследования, и это тоже потребу-
ет дополнительных расходов. Выделим две 
стратегии. Первая состоит в отказе от допол-
нительных затрат (на рекламу и исследова-
ния), вторая — в согласии на них. Пусть мат-
рицы переходных вероятностей и матрицы 
доходов для данных стратегий имеют вид 

 

P1 = �0,5 0,5
0,4 0,6� , R1 = �9 3

3 −7� 

P2 = �0,8 0,2
0,7 0,3� , R2 = �4 4

1 −19�. 
 
Смысл матриц P1, P2, R1, R2 таков. При 

отказе от дополнительных затрат (стратегия 
1) вероятности переходов задаются матри-
цей P1, а доходы, в зависимости от состоя-
ния, — матрицей R1. Так, если система 
находится в состоянии 2, то при стратегии 1 
с вероятностью 0,6 она в нём так и останется 
(спрос так и не появится), а потери составят 
7 единиц (например, 7 миллионов долларов). 
При стратегии 2 (т. е. при попытках активных 
действий) вероятность отсутствия спроса 
(при его отсутствии в данный момент) будет 
заметно меньше (0,3 вместо 0,6), но и потери 
будут значительно больше — 19 вместо 7. 

В рассматриваемой ситуации имеет ме-
сто управляемая марковская цепь. Управле-
ние состоит в выборе стратегии. Стратегией 

называется последовательный выбор управ-
лений в последовательные моменты времени. 
Стратегии, которые зависят только от состо-
яния системы, называют стационарными. 

Оптимальные стратегии — стратегии, 
максимизирующие средний доход. По край-
ней мере одна из стационарных стратегий 
является оптимальной [4]. 

Задача разрешения конфликтов в 
марковских цепях 

Во время работы системы из несколь-
ких процессов некоторым из них может од-
новременно потребоваться один и тот же 
ресурс, который может быть предоставлен 
только одному из процессов. Такой ресурс 
является неделимым, а сама конфликтная 
ситуация требует оптимального разрешения. 

Подобного рода конфликты возникают 
многократно в самых разных системах, ска-
жем, во время работы компьютера. Внутри 
каждого процесса можно выделить некото-
рые критические участки, когда ему необхо-
дим некий неделимый ресурс. Так как в 
каждый момент времени неделимый ресурс 
может быть предоставлен не более чем од-
ному процессу, то все остальные претенду-
ющие на этот ресурс процессы временно 
блокируются, и должны ждать, пока он не 
освободится. Конфликты, таким образом, 
сопряжены с задержками процессов, что 
снижает производительность системы. 

Возникает задача поиска оптимально-
го правила разрешения конфликтов — тако-
го порядка предоставления неделимых ре-
сурсов процессам, при которых потери от 
конфликтов минимальны. 

Опишем поведение процесса марков-
ской цепью. Пусть имеется n процессов, при 
этом k-й процесс может находиться в одном 
из m+1 состояний 0,1,…,m, которые изме-
няются в соответствии с переходными веро-
ятностями 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 (𝑑𝑑, 𝑗𝑗 = 0,1, … ,𝑚𝑚;  𝑘𝑘 = 1, … ,𝑠𝑠). 

Все состояния, кроме состояния 0, со-
ответствуют неделимым ресурсам, т. е. в 
любом из них может находиться не более 
одного процесса одновременно. В состоянии 
0 может одновременно находится любое 
число процессов. 

Конфликтом в такой системе будет 
желание более чем одного процесса перейти 
в одно и то же состояние из множества {1, 
…, m}, разрешением такого конфликта бу-
дет пропуск в соответствующее «конфликт-
ное» состояние ровно одного процесса из 
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конфликтующих, чей выбор определяется 
правилом разрешения конфликтов. Осталь-
ные конфликтные процессы до получения 
требуемого ресурса находятся в состоянии 
ожидания. Не участвующие в конфликте 
процессы изменяют свои состояния в соот-
ветствии со своими переходными вероятно-
стями. 

Рассмотрим простейший случай с 
двумя процессами и двумя состояниями. 
Матрицы переходных вероятностей отдель-
ных процессов таковы: 

P1 = �
p001 p011

p101 p111
� , P2 = �

p002 p012

p102 p112
�. 

Одновременная работа обоих процес-
сов может быть описана одной марковской 
цепью с четырьмя состояниями: (0,0), (0,1), 
(1,0), (1,1). Здесь первая компонента соответ-
ствует первому процессу, вторая — второму. 

Первые три состояния означают, в ка-
ком из состояний находится каждый из про-
цессов. Но одновременное их нахождение в 
состоянии 1 невозможно, поэтому состояние 
(1,1) означает, что оба процесса только 
намереваются перейти в это состояние. 

Первые три строки матрицы перехо-
дов P имеют вид: 

 
 

 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 

(0,0) p001 p002  p001 p012  p011 p002  p011 p012  

(0,1) p001 p102  p001 p112  p011 p102  p011 p112  

(1,0) p101 p002  p101 p012  p111 p002  p111 p012  
 
Так как в состоянии 1 может нахо-

диться лишь один из процессов, то другой 
должен ждать освобождения ресурса, не ме-
няя своего намерения перейти в это состоя-
ние (без получения требуемого ресурса 
дальнейшая работа процесса невозможна). 
Таким образом, если при разрешении кон-
фликта мы отдаём предпочтение первому 
процессу, что последняя строка матрицы 
имеет вид: 

 
Если же предпочтение отдаётся вто-

рому процессу, последняя строка имеет вид: 
 

(1,1) 0 0 p102  p112  
 
Итак, имеется управляемая марковская 

цепь с четырьмя состояниями. Попадание в 
состояние (1,1) означает «простой» одного 
из процессов, потому будем считать доход 
системы в состоянии (1,1), равным −1 (мож-
но также считать потери системы в том со-
стоянии, равными 1), а во всех остальных 
состояниях равным 0. Наша задача свелась к 
поиску оптимальной стратегии управления 
полученной марковской цепью. 

Заметим, что работа системы должна 
быть максимально простой и очень быстрой, 
поэтому и критерий предпочтения того или 
иного ресурса должен считаться быстро и не 
требовать решения задачи линейного про-
граммирования большой размерности. Заме-
тим также, что число состояний цепи в слу-
чае n процессов и двух ресурсов (m = 1) рав-
но 2n, а в случае двух процессов и (m + 1) 
ресурсов – 2m. 

Давно известны рекуррентный и ите-
рационный методы поиска оптимальных 
стратегий в марковских системах с заранее 
известными матрицами переходов и доходов 
[5]. Оба они не подходят нам ввиду требова-
ния как можно более быстрых вычислений. 
Кроме того, некоторые самые простые слу-
чаи были рассмотрены ещё в 1980-х годах. 
Так, для случая двух бернуллиевских про-
цессов и двух ресурсов, из которых один —
неделимый, была доказана теорема, что в 
таком случае следует отдавать предпочтение 
процессу с наименьшей вероятностью обра-
щения к конфликтному ресурсу [2]. Однако 
уже тот же самый случай, но с небернулли-
евскими процессами (формула 1), рассмот-
рен не был. 

P1 = �c0 1 − c0
c1 1 − c1

� , P2 = �c2 1 − c2
c3 1 − c3

� . (1) 

(1,1) 0 p101  0 p111  
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Применение того же самого подхода к 
вышеуказанному случаю (предпочтение 
процесса с наименьшей вероятностью обра-
щения к конфликтному ресурсу) привело к 
тому, что для порядка 14 % случаев кон-
фликты разрешаются неоптимальным обра-
зом. В более точной формулировке: правило 
разрешения конфликтов, при котором в 
конфликтное состояние переходит та из 
марковских цепей, для которой стационар-
ная вероятность данного состояния меньше, 
примерно в 14 % случаев (при случайном 
задании цепей) оказывается неоптимальным, 
т.е. общее время простоев оказывается 
больше, чем при противоположном реше-
нии. То же самое верно и для цепей большей 
размерности. Хорошо известно (см., напри-
мер, [5]), что задача определения оптималь-
ной стратегии сводится к задаче линейного 
программирования, однако размерность за-
дачи для определения оптимальных страте-
гий разрешения конфликтов растет с ростом 
числа состояний и процессов экспоненци-
ально, так что ни о какой быстроте решения, 
что критично при разрешении конфликтов в 
вычислительных системах, говорить не при-
ходится. 

Таким образом, единственным прием-
лемым решением проблемы становится по-
иск приближённого решения, требующего 
минимум вычислений, но дающего неболь-
шой процент неоптимальных решений. 

Одним из наиболее простых путей по-
иска такого решения стала классификация 
большого числа разных систем, для которых 
заранее было точно подсчитано оптимальное 
решение. В данной работе эта идея для про-
стоты изложена для рассматриваемого слу-
чая двух процессов и одного конфликтного 
состояния. 

Требовалось, по сути дела, определить 
разделяющую функцию в четырёхмерном 
пространстве. В целях поиска наиболее быст-
рого с точки зрения вычислений решения 
предполагалось искать линейную функцию. 

Использовался следующий классиче-
ский алгоритм поиска разделяющей функ-
ции (см, например, его описание в [1]): 

1. Для каждой из множества четырёх-
мерных точек (c0, c1, c2, c3), ci ∈ (0, 1) рас-
считать оптимальное правило разрешения 

конфликтов (отдавать предпочтение перво-
му либо второму процессу) во время работы 
системы (1) и соответственно классифици-
ровать точку как принадлежащую к одному 
из двух классов — 1-му или 2-му (какому 
процессу отдавать предпочтение). 

2. Положить i равным 0, 𝑗𝑗𝐴𝐴 и 𝑗𝑗𝐵𝐵 рав-
ными 1, 𝐶𝐶A0 равным любой точке из класса 1, 
𝐶𝐶B0 равным любой точке из класса 2, 𝑆𝑆𝐴𝐴0 =
(𝐶𝐶A ,𝐶𝐶A)

2
, 𝑆𝑆B0 = (𝐶𝐶B ,CB)

2
, 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝐶𝐶A0 − 𝐶𝐶B0, 𝑥𝑥� −

(𝑆𝑆A0 − 𝑆𝑆B0), где (p,q) означает скалярное про-
изведение векторов p и q. 

3. Положить i = i + 1. 
4. Выбрать следующую точку 𝑥𝑥𝑖𝑖, если 

больше точек нет, остановить работу. 
5. Если 𝐹𝐹�𝑥𝑥𝑖𝑖� > 0, а 𝑥𝑥𝑖𝑖 принадлежит 

классу 1, или же если 𝐹𝐹�𝑥𝑥𝑖𝑖� < 0, а 𝑥𝑥𝑖𝑖 при-
надлежит классу 2, то положить CAi = CAi−1, 
𝑆𝑆A𝑖𝑖 = 𝑆𝑆A𝑖𝑖−1, 𝐶𝐶B𝑖𝑖 = 𝐶𝐶B𝑖𝑖−1, 𝑆𝑆B𝑖𝑖 = 𝑆𝑆B𝑖𝑖−1 и перейти к 
пункту 3. 

6. Если 𝐹𝐹�𝑥𝑥𝑖𝑖� < 0, то положить CAi =
= 𝐶𝐶A𝑖𝑖−1 + γ𝑖𝑖A(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐶𝐶A𝑖𝑖−1), 𝑆𝑆A𝑖𝑖 = 𝑆𝑆A𝑖𝑖−1 +
+ γ𝑖𝑖A��𝐶𝐶A𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑖𝑖� − 2𝑆𝑆A𝑖𝑖−1�, 𝐶𝐶B𝑖𝑖 = 𝐶𝐶B𝑖𝑖−1, 𝑆𝑆B𝑖𝑖 =
= 𝑆𝑆B𝑖𝑖−1,  𝑗𝑗A = 𝑗𝑗A + 1 и перейти к пункту 3. 

7. Иначе положить 𝐶𝐶B𝑖𝑖 = 𝐶𝐶B𝑖𝑖−1 +
+γ𝑖𝑖B(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐶𝐶B𝑖𝑖−1), 𝑆𝑆B𝑖𝑖 = 𝑆𝑆B𝑖𝑖−1 + γ𝑖𝑖B��𝐶𝐶B𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑖𝑖� −
−2𝑆𝑆B𝑖𝑖−1�, 𝐶𝐶A𝑖𝑖 = 𝐶𝐶A𝑖𝑖−1, 𝑆𝑆A𝑖𝑖 = 𝑆𝑆A𝑖𝑖−1, 𝑗𝑗B = 𝑗𝑗B + 1 и 
перейти к пункту 3. 

В пунктах 6 и 7 γ𝑖𝑖 = 1
2𝑖𝑖

. 
Найденная функция имеет следующий 

вид: 
 
𝑓𝑓(𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐3) = 𝑐𝑐0 + 3𝑐𝑐1 − 𝑐𝑐2 − 3𝑐𝑐3. (2) 

 
Как видно, критерий крайне быстро 

вычисляется — требуются лишь два умно-
жения и три сложения. 

Проверим эффективность критерия. 
Для случайно сгенерированной системы по-
пытаемся предсказать её оптимальное раз-
решение, используя только что найденный 
критерий, а потом проверим правильность 
предсказания, проведя численный экспери-
мент и сравнив количество конфликтов на 
итерацию в случаях предпочтений одного 
или другого процесса. Результаты показаны 
в таблице. 

 
 

 
 

Вестник Международного университета природы, общества и человека "Дубна". 2016. №1(33)  45



Результаты проверки эффективности критерия (2) 

№ Δ № Δ № Δ № Δ 

1 0,00546 26 0,00952 51 0,00507 76 0,01654 

2 0,06924 27 0,02132 52 0,0292 77 0,0114 

3 0,00272 28 0,04244 53 0,01611 78 0,03135 

4 0,06168 29 0,00202 54 0,01393 79 0,00799 

5 0,00928 30 0,0988 55 0,00535 80 0,00328 

6 0,07463 31 0,01816 56 0,03907 81 0,03244 

7 0,02794 32 0,00655 57 0,00264 82 0,02439 

8 0,00629 33 0,00785 58 0,00943 83 0,00446 

9 0,0529 34 0,00512 59 0,01321 84 0,00549 

10 0,02714 35 0,00467 60 0,04453 85 0,02444 

11 0,00629 36 0,00264 61 0,00625 86 0,02952 

12 0,07312 37 0,00503 62 0,01209 87 0,00628 

13 0,00555 38 0,13575 63 0,00638 88 0,00223 

14 0,06917 39 0,00171 64 0,01161 89 0,04015 

15 0,00358 40 0,08311 65 0,0001 90 0,00985 

16 0,00752 41 0,01191 66 0,00935 91 0,01495 

17 0,01413 42 0,0297 67 0,00473 92 0,01875 

18 0,0065 43 0,00441 68 0,00825 93 0,00852 

19 0,01049 44 0,00354 69 0,08494 94 0,00905 

20 0,02519 45 0,00666 70 0,01557 95 0,00219 

21 0,02388 46 0,02326 71 0,00602 96 0,0363 

22 0,01367 47 0,04656 72 0,00329 97 0,06301 

23 0,00584 48 0,00647 73 0,04856 98 0,013 

24 0,00573 49 0,02535 74 0,1182 99 0,0039 

25 0,00375 50 0,03838 75 0,01273 100 0,00517 

Сумма 2,20388 

Процент ≈2,2 

Процент неудачных предсказаний: ≈3,2 
Примечание: № — номер неудачно предсказанного эксперимента;  
Δ — разница числа конфликтов на итерацию.  
Удачно предсказанные эксперименты в таблице не представлены. 

 

 
Итак, при применении данного крите-

рия неоптимальные решения получаются 
только примерно в 3 % случаев. Кроме того, 

конфликты при данных неоптимальных ре-
шениях случаются всего на 2 % чаще, что 
является вполне приемлемым результатом. 
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Заключение 
Была рассмотрена задача оптимально-

го разрешения конфликтов в управляемых 
марковских цепях, когда разным процессам 
одновременно требуется один и тот же неде-
лимый ресурс. Существующие на настоящий 
момент точные методы не подходят для ре-
шения данный задачи в силу ограничений по 
скорости разрешения конфликтов. На при-
мере простого случая с двумя общими мар-
ковскими процессами и двумя ресурсами 
(один неделимый) был продемонстрирован 
способ решения проблемы в виде поиска 
приближённого решения, которое не требует 
сложных расчётов, но достаточно точно. 
Предполагается продолжить исследования 
на системах больших размерностей. В част-
ности, кроме приведенного алгоритма по-
строения разделяющей плоскости предпола-
гается рассмотреть метод Вапника, извест-
ный под названием SVM (support vector ma-
chine). 

Не менее важно рассмотреть случай, 
когда матрицы переходных вероятностей 
неизвестны или известны не полностью. В 
этих случаях речь может идти об адаптив-
ных правилах разрешения конфликтов. Вме-
сто оптимальных в таких случаях рассмат-

риваются так называемые целесообразные 
правила. По определению, целесообразными 
называются правила, которые приводят к 
результатам лучшим, чем при случайном 
выборе. В одной простой ситуации такое 
правило было найдено Генинсоном [2], од-
нако в более общих случаях вопросы оста-
ются открытыми. 
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